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Integracioén de tecnologias para el diseno mecatronico

Esfuerzos y deformaciones

(¢
F. FSZﬂ; g:é;(j:Eg; 6:&
A o, L AE

Razén de Poisson

&
V=— lat

Slong

Ley de Hooke generalizada

€x = ;[Gx _V(Gy +Gz)]
€, = ;[Gy —V(GZ +GX)]
€, = ;[Gz _V(Gx +0o, )]
1 1 1

YXy = Etxy"sz = Eryz’YZx = GTZX
donde

_E

“2(1+v)

Esfuerzos cortantes y deformacion transversal

€ €
Y

V=——=——"; =Gy
€ €

X X

Esfuerzo y deformacién debidos a torsion

Tec | TL |
T= ’ ¢: ’
J JG
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Potencia
P=Tw; =27

Esfuerzos por flexién y cortante axial

Deflexién en vigas, método de integracioén
d’y _ M)
dx*  EI

Carga critica en columnas

_ m’EL.
T “

Comportamiento mecanico (relaciones esfuerzo-deformacion)

cr

’E
T

F 1-1
6=—7j; g=—"; c =Eeg; AleL;
A, 1 AE
- 1, -1
%RA = Ao = Ar x100; %El=| -/ |x100
AO lO
3FL |

G, =—
flexion ’
2wh?

K= fo-/m; F(V)=1-exp —(GJ ;

Gy

da T F A
2 —(AK)"; LM=| —— |(A+BlInt); =_; =In| —2 |; =ke”:
NI (1000} Ji o= ( J o T

Comportamiento mecanico (dureza Brinell)

HB =

2F _
DD -./D>-D?)

10
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Motores-engranes

T
P =
i (33000)

Pup = potencia (Horse Power)

T = torsidn (par) Ib-in

N = revoluciones por minuto (rpm)
D = diametro de paso (in)

o = velocidad angular (rpm)

p = paso diametral

Modulo

m = moédulo del engranaje
D = diametro de paso
N = numero de dientes

Relacion de velocidades

my =relacién de velocidades

Ne =numero de dientes en el engrane de entrada

Ns = numero de dientes en el engrane de salida

De =diametro de paso del engrane de entrada
Ds = diametro de paso del engrane de salida

we = velocidad angular del engrane de entrada

s = velocidad angular del engrane de salida

Fuerza tangencial en un engrane recto

W1 = fuerza tangencial
T = Par torsor

r = radio de paso

N = numero de dientes
p = paso diametral

Vibraciones

11

o | Z

z| O

S

Ne De o
mV = = =
Ns Ds o

€

) K
Frecuencia ... = —
m
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TCD4 1 4 TL
32 2" JG
2TR, 16TD,
Tc Tmax,ejehueco: 4 4 = 4 4
TZT R(RE _Rl) TE(DE _DI)
. _TR_2T _16T
P=2an max J _TCR3 _TCD3

t = esfuerzo cortante por torsién

0 = deformacién (angulo de torsion)

D = diametro de la flecha

F = frecuencia en revoluciones por segundo (también llamados hertz)
G = mddulo de elasticidad para cortante

J = momento polar de inercia

L = longitud de la flecha

T = par torsor en N-m o Ib-in

P = potencia transmitida en watts (N-m/s)

R = distancia del plano neutro al punto interior de interés (7 = R)
R = radio de la flecha

Conversion de grados a radianes: multiplicar por 0.0175
Conversion de radianes a grados: multiplicar por 57.3

1 HP =33 000 Ib-ft/min (caballo de potencia)
1CVv=736 W (caballo de vapor)

Par a la salida de un motor jaula de ardilla

Tsaimot = 716200 x HP / (rpm) (kg mm)

Vida util de un balero

L10=(C/P)®

En donde:

L10= vida nominal basica en millones de revoluciones
C = capacidad de carga dinamica(N)

P = capacidad dinamica equivalente (N)

p = 3 para baleros de bolas
p = 10/3 para baleros de rodillos

12
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Momentos

M = F*d

En donde:

F = fuerza aplicada

d = distancia perpendicular de la linea de accion de la fuerza al punto de aplicacion
Mecanismo biela manivela

n{movimiento circular)

-

T,

Manivela

Barra de unidn

Velocidad media:
Vm= 2dR/d
Donde:
Vm= velocidad media
d= velocidad de giro de la manivela
R= brazo de la manivela
Velocidad maxima
VM= dR
Donde:

d= velocidad de giro de la manivela (en rad/seg)
R= brazo de la manivela

13
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Resorte helicoidal de torsion

(El angulo de torsion o se debe expresar en grados)

Torsién maxima permanente (57 3)15 o (perm)
: f 7 fperm
ama'x = fE
Carga maxima permanente S o
Foo- f f(perm)
max a
Torsion (desplazamiento (57 3)Fal
angular) o= i
IE
Longitud de una espira alE
= ———
(57.3)Fa

Coeficiente de caudal

Cuando el flujo pasa a través de una valvula u otro dispositivo restrictivo pierde una energia. El
coeficiente de caudal es un factor de disefio que relaciona la diferencia de altura (Ah) o presion
(AP) entre la entrada y salida de la valvula con el caudal (Q).

AP
Q=K- ‘/E (liquidos)

Q= Caudal

AP= Diferencia de presion

SG= Gravedad especifica (1 para agua)
K= Coeficiente de caudal o Cv

14
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Energia

Energia en una resistencia

La energia W consumida en un tiempo t, para entregar una potencia constante P disipada en
una resistencia R atravesada por una corriente | con una caida de Voltaje V:

W=Pt=VIt=V2t/R=1Rt

P =VI
VZ
P=—
R
P =1I?R
V =RI

Para obtener el resultado en calorias: 1 cal =4.186 J
Energia almacenada en el campo capacitivo

La energia W almacenada en el campo de una capacidad C para alcanzar un voltaje V con
una carga Q es:

W=(C-+V?)/2=(Q-V)/2=Q*/2C
Energia almacenada en el campo inductivo

La energia W almacenada en el campo de una inductancia L para llevar una corriente | con un
flujo concatenado Y:

W=(L-R)Y2=(Y-l)/2=Y2/2L

Donde el flujo concatenado Y es igual al producto del nimero de vueltas N de la inductancia
por el flujo magnético F:

Y=NF=LI

Carga

Es una propiedad que tienen algunas de las particulas de los atomos que forman la materia.
Se dice que los materiales estan cargados cuando, por algin motivo, tienen un exceso o defecto
de carga.

15
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* Hay dos tipos de carga: positiva ( + ) y negativa ( — ). Dos cargas con el mismo signo se
repelen y con distinto signo se atraen, y su fuerza de atraccién crece con la cantidad de carga
y decrece con la distancia segun la ley de Coulomb:

szu < Ley de Coulomb
r

T

e

CD_‘ .m?> 1

k=910 MM _ Lo _ggs.0®
C 47, N-m

* La constante dieléctrica relativa e depende del material. Para el aire (o para el vacio) vale 1.

C2

2

Campo eléctrico

Es la fuerza eléctrica por unidad de carga.
( Sq

E(r)= ) [E]- Newton _ Volt
q Coulomb metro

Para una carga puntual q, el campo eléctrico viene dado por:

E(r)z -2 = Campo eléctrico

g r
Donde:

F (r) = Fuerza eléctrica

g = carga puntual

&r= La constante dieléctrica relativa Para el aire (o para el vacio) vale 1.

K = depende del medio que rodea las cargas. Para el vacio = 9x10° Nm/C?

Lineas de fuerza (o de campo)

Son todas las trayectorias que describiria una carga de prueba si
la soltaramos cerca de la carga que produce el campo.

- Lineas de fuerza de un dipolo s >

- Las lineas de campo siempre vande (+)—> (—)

\ =)

Potencial eléctrico

Es la energia potencial eléctrica por unidad de carga.

v=E.2  [v]=vol
€ T

16
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Diferencia de potencial

Puede interpretarse como el trabajo que debe entregarse a una carga unitaria para moverla
desde el punto 1 hasta el punto 2. Por lo tanto, indica qué posibilidad tiene una carga de ir
desde un punto a otro, ya que es la energia potencial que tiene en un punto referido a la que

tiene en el otro. Para un campo eléctrico constante se tiene:

V=V-V; AV=E-d [V]

Diferencia de potencial entre dos placas planas paralelas:

Voltimefro G+ + = + +>

AV=E-d=

T 1 d.Q
(aparatoparac— =~~~ )l & & ‘A
medir el voltaje) -4

Corriente
i = I,sen(wt) = I;sen(a)
Voltaje
v = Ri
Resistencia
L
R=p—
P A

R = resistencia (Q)

2
 —resistividad del conductor (Q'm j
m

L =longitud (m)

4 —area (m®)

17
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Variacion de la resistencia con la temperatura

R, =R[1+oa(t, —t,)]

Por relaciones de resistencia

R, T+t,
R, T+t
1
o=—
T

o = coeficiente de correccion por temperatura

Inductancia

e = voltaje inducido en voltios

‘; —velocidad del flujo (wb/scg)
t

Si: velocidad de la corriente (Amp/seg)

L =inductancia (henry)

Enlace de flujo, voltaje inducido
W=LI=N¢

v =enlaces de flujo (wb)

L =inductancia (henry)

I=corriente (amperes)

¢ =flujo magnético (webers)
N=numero de vueltas del devanado

Y
V= jo¥ M12 =—2
I2
V =voltios
o =velocidad angular (rad/seg)

M,, =inductancia mutua (H)

18
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Inductancia entre dos puntos externos de un conductor

L, =2X10"I 11;2 ...... (H/m)

1

D =distancia (m)

Inductancia de una linea monofasica

L = 2X1071n1r), .......... (H/m)
1
L,=2X10"In— ... (H/m)

I.2
L=L,+L,
L=4X10"In ? .......... (H/m)

L =inductancia (henry)
D =distancia (m)
1
r'=re *
r =radio conductor (m)

Inductancia de una linea monofasica con conductores compuestos

\/(Daa’Dab’Dac""Dam )(Dba’Dbb’Dbc""Dbm )"'(Dna'Dnb’Dnc""Dnm )
%/(DaD25Ds5---Ds ) (Do Dy D ---Diy ) --- (DD Dy D, )

na~—"nb

L, =2x107xIn

L, ZoX10 7 2 (H/m)
DS

L=L +L,

L =inductancia (henry)

L, = inductancia lado x (henry)

L, = inductancia lado y (henry)

19
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D, DD, distancia mutua (m)
_1
D, =r =re %4 distancia propia (m)
-1
D, =1, =1, /4
_1
Dcc = I‘c' = I‘ce A
D, = distancia media geométrica entre conductores (m)

D, = distancia media geométrica propia (radio medio geométrico)

Reactancia inductiva en lineas monofasicas

X, =2nfL
5. D
X, =47 x10 " In—" ... Q)
DS
X =X, +X,.......... (Q)

X, = reactancia inductiva (Q)

X, =factor de espaciamiento Q)

Motor de corriente continua

Vt=VC + (Ia*Ra)

En donde:

Vi= Voltaje en las terminales de la armadura
Vc= Fuerza contra electromotriz

la= Corriente en la armadura
Ra= Resistencia de la armadura

20
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Circuito oscilador LM555

| 12V
Vs
+

Timer LM 555

<R
VCC
RST  OUT
DIS

THR
| >R
“re | TRI

| CON
) | CND

— —— Cf

1
fy., =
H2 ™ 0.693(R; + 2R,)C

ton = 0.693(R; + 2R,)C

topr = 0.693R,C
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El transistor

Circuitos de polarizacién de transistores bipolares

Polarizacion de corriente de base

I — VCC - VBE
B ™ Rg + (1 + hpp)Rg

VCC
_|_
I l Ic = hgglp
&
< RB < RC 1+ hgg
.1 VCE = VCC - IC (RC + h )RE
FE
: Silg < I¢ (hgg » 1)
L [ = Vee — Vee
j_ RE B 7 Rg + hpgRg

Veg = Vec — Ic(Rg + Rg)

Polarizacion de tension de base

constante
VBB VCGC [ = Vg — VBE
T BT Rg+ (1+hpp)Rg
T = RC
: RB Ic = hpelg
AE Vee = Vee — I (Rc + heg )RE

I—A—

Autopolarizacion

Idénticas formulas al caso anterior, siendo

WCC
1T Rp1Rp;
[ L Rg = Rp1||Rp: =R TRw
s RB2 2RO BT B2
Rp1
Vgg = ———V,
BB Rp; + Rpy cC
L
SRBT ¢ e
3
L
Polarizacion de colector base v v
VCC [ = cC — VBE
[ B 7 Rg + (1 + hgg)(R¢ + RE)
= RC
:
[ 1
= RB
T Ic = hrelp
J: RE Vce = IgRpVeE

El transistor nunca entra en saturacion
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Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Filtros activos

Filtro pasa bajas de primer orden
R
R2 R3 K=1+-=
R;
R,R
R, = 2R3
R, + R;
R, = K R
2Tk
R; = KR,
Filtro pasa bajas de segundo orden
R
(MFB) k= Re
- Ry
éR;_, C1 R, = 2
Vi ORI R3 ' VO K
U.l'\._ -
+ ‘ 2(K+1)
c2 R, = 2 1
_|'_ |aC, + (a2C,% — 4bC, G, (K + 1)z o,
= — o )
7 bC,Cow 2R,
Filtro pasa bajas de segundo orden K=14+ &
= R
R3 R4 .
AN AN R, = T
L . |ac, + ([a? + 4b(K + 1)]C,* — 4bC, C)z | w
= 1l
1 ~ Vi 1
V1 Ri R2 . e Re = S R0
"0 — ¢
C1 K(R; +R3)
Ry=——;K>1
1 T K-1
Ry = K(R; +Ry)
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Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Filtro pasa altas de primer orden
R3
RZ R3 K=1+ R_
" 2
— R 1
1 —
w:C
V1 Il: Vo c
. |
Rz = Rl' K>1
R1 k=1
R; = KR,
B _ RyR,
'R, +Ry
Filtro pasa altas de segundo orden (MFB)
C
- K —
il "
Vi o Vo Ry =m0 —
o—| - (2C; + Cx)wg
+
R1 (2C; + C3)b
R,=————
aC;Cywg
c - 10
1= fc
Filtro pasa altas de segundo orden (VCVS)
R
K=1+—
R3 R4 Rs
0
4b
- DMR‘? "] ]
B a+ (a2 +8b(K+ 1))z| w.C
V1 C C Vo
’ | R = b
R1 27 2R w2
Ry = R g s g
= PTK-1
R4_ = KR]_
C. = 10
1 — fc
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Filtros pasa banda (MFB)

—

Vi R1 R3

—

K < 2Q,2

_
1 (1)0CK

_ Qo
wC(2Q° — K)

20,
(l)oc

R,

R3

R
K= 3
2R,

QO = (1)0 = f() = f—O

Wes — Wi fcs - fci Bw

1
fo = (fcifcs)2

Filtros rechazo de banda

VA R1 F R3
|

1
T 2Qow,C

_ 2%
woC

Ry

2

_ R4Ry
* T Ry4R,
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Examen General para el Egreso de la Licenciatura en Ingenieria Mecatrénica (EGEL-IMECATRO)
Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Automatizacion de sistemas

Tabla de transformadas de Laplace

Impulso unitario &(t) 1
Impulso A3(t) A
Escalon unitario u(t) donde u(t) = 1 !

S
Escalon Au(t) donde u(t) = 1 A

S
Rampa unitaria At A

2

S
AtD An!

Sn-¢—1
Ae—at A

s+a
te—at 1

(s + a)?
Asen ot Aw

s+’
Acos ot As

s+’

Teoremas de las transformadas de Laplace

L[, £,0]=F(s)£E,(s)

L
{d df:n“)} =SRE)-s" O -5 O) -5 0) - /7 (0)
Donde 4
frO=S5r0, @ =0
F(s)
F
Uﬂﬂ @)f;) Uﬂﬂ

L
[e’“tf(t)] =F(s+a)

U au(t—a)]= e “F)
Lim /(t) = Lim sF(s)

Lim /(1) = Ligl sF(s)
L
" r}=
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Expansién en fracciones parciales

K -Z,,-Z,,...,-Z,,®ceros
F(s):B(S): (5 +2)(5+2,)-(+2p) donde: -p,,-p,,...,-p, ®polos
As)  (s+P)ES+p,)-(8+p,) m<n
CASO k=12,.
1 F(s)= B 4t donde: (k=12..n)
(S+p1) (s+p,) (s+p,) constantes
B(s)
a = |:( pk)A( ):|S .
‘ ~7,,-2,,...,—Z, —> Ceros
F(S):is;: ((S+Zl)z(s+zz))"'((s+zf3) donde: -p,,—p,,...,—p, —> polos
+ +p,)...(s+
S STPpi)S+P,)...(S+P, m<n
F(s)= i R SR b, + b, St b, -
CASO (S+p1) (S+p2) (S+pn—r) (S+pi) (S+pi) (S+pi)
2 polos diferentes polos repetidos
- B(s) d . B(s)
b = ) b, =— )
r |:(S+p1) A(S)i|s_p‘ r—1 ds|:(s+p1) A(S):|S__p
1 d? - B(s 1 47 - B(s
b, =2 (S+pi) Q b, = . (S+pi) Q
2!ds A(s) o, (r=1)!ds A(s) o
F(s)= B(s) _ K(S+zl)(s+22.)...(s+zm.) donde:
A(s)  (s+p)s+a+Bi(s+a—pj)
—Z,,=Zyy...s—Z, —> CEIOS
— o £ Bj— polos complejos
CA?)SO p — polo real
F(s)= a_ . bs+c R ( )7 S LT
s+p (s+a)’ +p° ()= (s+of As)|_ MBJ_ p )
@) =ae™ + ée“’ [TPCOSﬁt + SpSenﬁt]
CASO | s ~ 1-3t,8
et =
4 I+1ts
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Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Tipos de respuesta

Respuesta al escalon de sistemas de primer orden

t

y()=l-e7, t=>0

Respuesta al escaldn de sistemas de segundo orden

2
¢ 1. Subamortiguado 0 < ¢ <1, raices complejas
15 ™ i 1 conjugadas
\ - 2. Criticamente amortiguado ¢ =1, raices reales
] . - J*‘_’ b e iguales
ffr ) \}‘-_-_-;?’" 3. Sobreamortiguado ¢ > 1, raices reales 'y
s/ g J diferentes
| : 4. No amortiguado ¢ = 0, raices imaginarias
ol . . puras
0 05 1 15 2 25 3

Si§=0—y(t)=1-cos(w,t)

Si0<¢ <15 y()=1 4( (0,0) + = sen( )j

10< <15 p(t)=1-e"*""| cos(m t) + ———sen(w,t
J1-&

Sid=1->yt)=1-e"" —w,te™

Si¢>1- () =1+ — (e e
2J -1\ s s,

Especificaciones de la respuesta transitoria
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Tiempo de crecimiento o tiempo de elevacion (T;)

Tr=n;ﬁ;[3=tan'l (&j Dy =0, 1-C*
donde

0, o,

Tiempo de pico (Tp)
T =—
Wy

Maximo sobreimpulso o maximo sobretiro (Mp)

e

Tiempo de establecimiento o tiempo de asentamiento (Ts)

4
Para un criterio de 2%, T,=—
Co,

. 3
Para un criterio de 5%, T,=—
Co,
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Regla de Mason

La funcién de transferencia entre una entrada U(s) y una salida Y(s) esta dada por:
Y(s) 1
G(s)= <=~ GiA|
Us) A i
y donde:
Gi - ganancia de la trayectoria directa i-€sima entre Yentrada Y Ysalida

A = determinante del sistema = 1 - b3 (ganancia de todos los lazos individuales) + b3
(productos de las ganancias de todas las combinaciones posibles de dos lazos que no se tocan) -

b3 (productos de las ganancias de todas las combinaciones posibles de tres lazos que no se
tocan) +...

Ai = el valorde A para aquella parte del diagrama de bloques que no toca la k-ésima trayectoria
directa

Controladores PID

Estructura ideal

Ge(s) = Us) = KC[1+1+ rDsJ
E(s) TiS
donde:
E(s)=R(s) - Y(s)
R(s) es la transformada de Laplace de la referencia
Y(s) es la transformada de Laplace de la variable de proceso controlada
U(s) es la transformada de Laplace de la variable de manipulacion

Formulas para sintonizacion por el método de ganancia ultima de Ziegler-Nichols

Ganancia Tiempo Tiempo
Tipo de Controlador Proporcional Integral Derivativo
Kc Ti xd
Proporcional P Koo » -
Proporcional —
Integral Pl Ku/2.2 Tu/1.2 .
Proporcional —
Integral-Derivativo PID Ku/1.7 Tu/2 Tu/8
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Sintonizaciodn por criterios integrales para cambios en perturbaciéon para un PID ideal

PROPORCIOMAL — INTEGRAL
ISE IAE ITAE
—0.9%9 —0.986 —0.97¢
ke - 1305 ty ke 09 tg ke — 9859 tg
K LT K T K T
e T t_u 0.739 . T t_u 0.707 R ti 0.520
0492{ 1 0608\ 1 " 0674 1
PrororCIoMAL — IMTEGRAL — DERREING
ISE IAE ITAE
—0 M5 —0.91 —0 M7
Ke - 1495 ty ke L35 tp ke - 1357 ty
K T K T K T
. - t_ﬂ 0.7 - 1 t_u 0_749 e 1 ti 0.73%
1101 0878\ " o842l 1
t 1006 t 1137 t 05
14 =0.560* {_“J 14 =0.482* {_“J 1y = u_331*{_“]
T T T

donde: K= ganancia del proceso de primer orden,t= constante de tiempo,
to = tiempo muerto
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PROPORCIONAL — [INTEGRAL

ITAE

-0.916
Ko = o.Sss{t_ﬂ]
K T

T

1.03=0.165 *[t—o]
1

Ti=

PROPORCIONAL — [NTEGRAL — DERIVATIVO

IAE

ITAE

_1.086 [t_o\l_ﬂ'%g

K 1)

i ~0.855
Ko = 0:965 {t_(]}
K

T

0.74-0.130 *(t—n
T

T

T =

0.796 - 0.147 *[t—n]
T

)0. 9292

tg = 0.308* 1(1—0
:

Sintonizacion por criterios integrales para cambios en referencia para un PID ideal
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Aportacion de magnitud y fase para cada término de la funcion de transferencia

Término

Magnitud
logaritmica
Férmula

Angulo de fase
Formula

Magnitud
logaritmica

Angulo de fase

20 log K

o =0°

20 log K

o =0°

20 log o

¢ =90°

Linea diagonal
con pendiente 20
dB/dec que cruza

el punto
(w=1,db=0)

¢ =90°

-20 log o

¢ =-90°

Linea diagonal
con pendiente -20
dB/dec que cruza

el punto
(w=1,db=0)

¢ =-90°

20logw T

¢ =Tan'o 1

0 db, hasta la
frec. de corte. (®
=1/1)
pendiente 20
dB/dec a partir de
w>1/t

¢ de 0°a 90°
en
(0=1/7)=45°

Tjo+1

20 logo T

¢ =-Tan'o

0 db, hasta la
frec. de corte. (®
=1/1)
pendiente - 20
dB/dec a partir de
w>1/t

¢ de 0°a 90°

en
(0=1/7)=-45°

(jo) o

(o) ®

40log °
(@)

20

¢=Tan" | —

2]

Linea horizontal 0
db hasta o =wn
pendiente 40
dB/dec
para o> mn

¢ de 0°a 180°

en
(o=wn) =90°

N2 .
(o) +J—w+1

(o, )2 On

-40log @
Q)

¢=-Tan"’

202

)

Linea horizontal 0
db hasta w=wn
pendiente - 40
dB/dec
para o> mn

¢ de 0°a-180°
en
(0=wn) =-90°

-jot
e (0}

¢ =-57.3wt_

¢ =-57.3wt_
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Tabla de propiedades de la transformada z

x(1) 0 x(k) Zx(®)] o Z|x(k)]
1. ax(t) aX(z)
2. ax, (t) +bx,(¢) aX,(z)+bX,(2)
3. x(t+T) 0 x(k+1) ZX (z) — zx(0)
4. x(t +2T) 2* X(2) = 2°x(0) — zx(T)
5. x(k +2) 22 X(2)-z*x(0) - zx(1)
6. xX(t+kT) 2" X(z) - 2" %(0) - 2"'(T) - ...— 2x(kT - T)
7. x(t =kT) 27 X(2)
8. x(n+k) 2 X(2)- 2" x(0) = 2" "x(1) —...— zx(k —1)
9. x(n—k) 27 X(2)
10. &(?) - szX(z)
11. ek —Z:;X(Z)
12, e x(t) X(ze™)
13. e x(t) X(ze")
14, a'x(k) X(zj
a
15, ka" x(k) —de(Z)
dz \a

x(0) lim o .
16. B _)OOX(Z), si el limite existe

) lim [(l -z )X(z)], si(1-27)X(2) es analitica sobre y
17. z—1

fuera del circulo unitario.
18. | Vx(k) = x(k)—x(k—1) (1- P )X (z)
19. | Ax(k) = x(k + 1) — x(k) (z—1)X(2)— zx(0)
n 1
20. > x(k) X
k=0 i
0 0
21. ax(t,a) gX(z,a)
k" x(k "
22. ) (—zdj X(z)
dz
23, | x(kT)y(nT—KkT) 1@
k=0
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24.

S x(k)

X (1)

Tabla de transformada —Z y transformada —Z modificada

Funcién en el | Transformada Transformada Z, F(z) Transformada Z modificada,
dominio del de Laplace, F(z,m)
tiempo, f(t) F(s)
u(t) (escaldn 1 1 71
unitario) S -1
t 1 Tz! mTz'  Tz?
s? (1-z1 ) 1-z7')  (1-z')?
£2 21 T2Z '(1+z7") | mz ! (eme)z? 2270
$ (-7 1) Lzt -z )
n-1 n-—1)! ny M1 1 n-1 —amT_-1
t ( n) lim,_,(=1) laan,l(l_e,ﬂz,l) lim_ -1y | &2
S oa" ! 1-e@T!
e*at 1 1 eamT -1
s+a 1-e@Tz! 1-e2tz"!
1 (e—at _e—bt) 1 1 1 _ 1 271 eiamT . eime
b-a (S+a)(s+b) b_a l_e—aTZ—l l_e—bTZ—l b_a l_e—aTZ—l l_e—bTZ—l
1 _ B -1 1 —-amT
_(1_e_at) ; —(1-e at)Z ! z 1y e_ T -1
a S(s+a) a a (I—Z ) 1-e a Tz
-z Ha-e?"zh

1, 1-e@T ]

Y 1 {IRES (1—e2T)z"! ] z_*[ T ,amTo1, e }
- 5 12 -1 —aT_-1 al|(1-z') a(-z') al-e?7z
sz(s+a) aj(l-z')y a(l-z ')1-e?'z7")

(a-b) b _
a’ a —S+b z le 2 (a_?)(l_eia:) 1 J g (lez:ll)z J{meH__jl 1—1
2 a|(l-z a(ll-z ")Y(1-e?'z~ Zz |(I=z -z
L E—1 e 2t s*(s+a) 2 o ) ) al p-a e°m
ala S ey g

42




Formulario para el sustentante del
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Procesos de maquinas-herramientas

Torneado

‘la v z-d 2.L

. -1
t:(i].”_d; n=Ve . v,=f-n; MRR=v,-f-a; g tan”'(D-d)
P [

ap = profundidad de corte (m)

tc = tiempo de corte (min)

MRR = tasa de remocion de material (m3/min)

n = velocidad de avance (rpm)

f = alimentacién del material (m/rev)

L = longitud a tornear (m)

d = diametro de acabado (m)

V¢ = velocidad de corte (m/min)

0 = angulo de giro

D = diametro mayor (m)

Fresado
MRR:ae-ap-v,; 0=—7; n=(nLj; V,=n-z,-f,

ap = ancho de corte axial (m)

a. = ancho de corte radial (m)

vi = velocidad de avance (m/min)
D. = diametro de la herramienta (m)
n = velocidad del husillo (rpm)

z: = numero efectivo de dientes

f, = avance (m/diente)

Taladrado
_ m-d-L |

° f-v,-1000"
t. = tiempo de corte (min)
d = diametro de la broca (mm)
L = recorrido total de la broca (mm)
v = velocidad de corte (m/min)
f = avance por revolucién de la broca (mm/rev)
t = espesor de la pieza o profundidad de orificio (mm)
m = espacio muerto (mm)

L=t+m; m=0.3-d
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Equivalencia de elementos de sistemas dinamicos

Tipo de Mecanico Mecanico e . _
. . . Eléctrico Flujo Térmico
sistema traslacional rotacional
Varlaﬂe tipo Velocidad, v Velozldad, Voltaje, e Presion, P TempeTratura
Elemento Masa. m Momento Capacitor. € Flujo del Capacitor
tipo A ’ de inercia, | P ’ capacitor, Cr térmico, Cp,
Ecuaciones dv df : de dP dT
elementales F=m_o r=j— i=Co Q=G5 Qn = Ch
Energia Cinética Cinética C:ampo Potencial Térmica
almacenada eléctrico
Ecuaciones b b 1, 1, I
de energl'a EC—Emv gc—zjﬂ Se—ECe gp—ECfP gt_EChT
i i . T fluj '
Variable tipo Fuerza, F Torque, T  Corriente, i asa de flujo, Flujo de
T Qf calor, Qp
Elgmento Esfuerzo, 1/k Esfuerzo, Inductor, L Tensqr de Ninguno
tipo T 1/k inercia, |
Ecuaciones _1dF _1dT _ di P Ide Ninguno
elementales V=rde “Kdt e=La = dr
Energia Potencial Potencial Cam’pp Cinética Ninguna
almacenada magnético
Ecuaciones 1, I 1, 1, ,
de energia | &P =3k F Ep=opT" Em=3L & =5105 Ninguna
Elemento Amortiguador, Amortiguador Resistor. R Resistencia al Resistor
tipo D b rotacional, B ’ flujo, Ry térmico, R,
Ecuaciones 1 1 1
= = —_ — = —P = —_—
elementales F=>bv r'=5a "= RE O Ry =g T
dﬂ = Fv dED dED . dED = QP
dt — = — =ie dt f
1 dt dt 5
Energia =_F2 1 72 = Ri2 = R¢Qy dEp
disipada B ~B e _ 1 dr Tt
= BN? R Ry
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Criterio de estabilidad de Routh

Sea la funcién de transferencia de un sistema lineal en lazo cerrado:

C(s) _bos™+bys™ '+ -+ bp_15S+by  B(S) -
R(s) ags"+a;s"l+-+a,_s+a, A(s) m=n

Ordenamiento de coeficientes a través de:

S Qg a, Ay Ag
s a; a3 as  ay
n-2
S b1 bz b3 b4_
s g 3
Sn_4 d1 dz d3 d4_
s e e
1
fi
0
S g1
donde
a,a; — apas
bl = a
1
a1a4 — Apas
bz = a
1
a1a¢ — Qpay
b3 = a
1
biaz — a, b,
Cl = —b
1
bias — a,bs
CZ = —b
1
bia; — a;,b,
C3 -
by
_ ¢1by = bicy
 j=—"=
1
_ ¢1bs —bic3
==
1

Resolucion de un convetidor digital a analégico (DAC)

Para un DAC el nimero total de escalones discretos es 2™ — 1, donde n es el numero de bits. Asi,
par un DAC de 8 bits, la resolucion es:

1
[28 — 1] 100 = 0.3922%
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Configuraciones basicas de amplificadores operacionales

Configuracion Diagrama Relacion entrada-salida
Seguidor Vin Vout = Vin
UDI..IZ
R
A
Rin Rf
Inversor Vin s—"WV— WVout Vour = VinR_

o inversor Vour = Vin (1 + —2)
1
Sumador
inversor
(Rs + R1)R,
Vour = V> ( )
estador (Ry + R2)R,y
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C
Integrador Ly
g Vour = f _R;gdt + Viniciat
0
R
C
Derivador o— dV;
Vin Vour = —RC d
UCIL[ t

Puente de Wheatstone

_ R4R3

En condicién de equilibrio, se cumple que: R, = B
2

Coeficiente alfa de Cronbach

donde:

K: El numero de mediciones
$%: Sumatoria de varianzas de las mediciones

S2: Varianza de la suma de las mediciones
a: Coeficiente de alfa de Cronbach
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Cambios de base numérica

Numero Representacion Representacion Representacion
decimal binaria octal hexadecimal
0 0 0 0
1 1 1 1
2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 5 5
6 110 6 6
7 111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A (valor decimal 10)
11 1011 13 B (valor decimal 11)
12 1100 14 C (valor decimal 12)
13 1101 15 D (valor decimal 13)
14 1110 16 E (valor decimal 14)
15 1111 17 F (valor decimal 15)
16 10000 20 10
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Desarrollo y coordinaciéon de proyectos mecatrénicos
Calidad

Porcentaje de utilizacién

P
%U =2
Tiempo de ciclo CD
T Pr= produccién real
=D Cbo = capacidad disefiada
© U
p

, : . indice de utilizacion de la maquina
TD = tiempo disponible Y d h
Up = unidades por procesar lempo de marcna

tiempo utilizable

Tamafio de lote econémico

EOQ- ,/—“} S
Eficiencia en el trabajo

A = demanda anual

PR S = costo promedio de hacer un pedido
E=— de
Ce material
PR = produccién real | = costo de almacenar una unidad en
Ce = capacidad efectiva el

inventario

Tiempo promedio de actividades

B (TTota,)(%Trabajo)(% actuacion)

Tp= - - - +suplementos
Nuim.de piezas producidas

NuUm. de ciclos por observar Teoria de colas

S =2 M Tiempo de espera cero
P N P =1-p

Sp = Precision relativa deseada

P = % de presencia de la actividad _N

N = numero de observaciones o muestras p= mn

L= tasa de llegada
u= tasa de servicio
p= tasa de utilizacion
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Tiempo de espera “X”
2

1-p
Correlacion Error estandar de la produccion
_Z(Xl—Xl)(XZ—XZ) c = ra
r,= p n
ncloz . . . .
p = Porcentaje de tiempo inactivo

q = Porcentaje de tiempo en marcha
n = NuUmero de observaciones o tamano de la

muestra

O, =

1
Prondéstico (suavizacion exponencial) Tiempo basico de proceso
F=dlA, IR .
AR A , valor atribuido
tiempo observado _
valor tipo

Fi= Prondstico para el periodo t

Fi1= | Prondstico para el periodo t-1

Ac1= | Datos reales del periodo t-1

o= Constante de suavizacion de 0 a 1

Redes (diagrama PERT)

(a+4m+Db)
dy=——"—"7"
6
dj = duracion de la actividad
a = duracion optimista
m = duracién mas probable
b = duracién pesimista
Tiempo mas temprano Tiempo mas tardio T;
t; = max(ti + dy) Tj = min(T; + dj

j = suceso cuya fecha hay que calcular
i = etapas origen de actividades que llegan a él

Toma de decisiones (arboles de decision)
N
VE(d)=) (P(s))-V; )
j=1

VE = valor esperado de la alternativa de decision
di = alternativa de decision
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P (s;j) = probabilidad del estado de la naturaleza s;

Vj = resultado correspondiente a la alternativa de decision d; y el estado de la naturaleza s;
N = numero de estados de la naturaleza

Balanceo de lineas de ensamble

, , Tiempo de produccién por dia
Tiempo de ciclo = — - -
Produccién por dia (en unidades)

. . Suma de los tiempos de las tareas (T)
Numero de estaciones = - -
Tiempo del ciclo

Eficiencia — Suma de los tiempos de las tareas (T)
Numero real de estaciones de trabajo (Na) x Tiempo de ciclo de la estacion de trabajo (C)

Balanceo de lineas con base en los operarios

Eficiencia = Suma d? los tlempos.P oroperacion — %100 % deinactividad =100 - E
Suma de los tiempos permitidos por operacion
, . . 2 ME

Numero de operarios necesarios =R - T
R = tasa de produccion deseada
ME = tiempo por operacion
E = eficiencia

. ., Num. de operarios de la operacion x 60min
Piezas por hora de una operacion =

Tiempo de la operacién

Secuenciacion de tareas
Programacion de N trabajos en una maquina
Tiempo total de flujo = Suma delos tiempos de flujo de cada actividad
Tiempo total de flujo

Tiempo medio de flujo = — —
Numero total de actividades
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Inventarios

Costo anual total
TC=D-C+2S+QH
(0] 2

TC = costo total anual

D = demanda (anual)

C= costo por unidad

Q = volumen de la orden (cantidad 6ptima)

S = costo por preparacién o por colocar una orden

L = tiempo de entrega

H = costo anual de mantener y almacenar una unidad del
inventario promedio

MODELO Q. Cantidad éptima de la orden en un periodo de cantidad fija
2-D-S
Q =

H
Q = cantidad 6ptima de pedido
D = demanda (anual)
S = costo por preparacion o por colocar una orden
H = costo anual de mantener y almacenar una unidad del
inventario promedio
MODELO Q. Punto de reorden

R=d-L
R = punto de reorden
d = demanda diaria promedio
L = tiempo de entrega en dias
MODELO Q. Punto de reorden considerando existencia de seguridad

R=d-L+z-0,
R = punto de reorden
d =demanda diaria promedio
L = tiempo de entrega en dias

z = numero de desviaciones estandar para una probabilidad
especifica de servicio

0, = desviacion estandar de uso durante el tiempo de entrega
MODELO Q. Demanda diaria promedio

n = numero de dias
MODELO Q. Desviacién estandar de la demanda a lo largo de un periodo de n dias

o, = Zi=1 (d[ _d)
n
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MODELO Q. Desviacion estandar de una serie de demandas independientes

o"v:\/0'12+0'22+0'32+ ...... +o

MODELO Q. Desviacion estandar durante el plazo

= 2
o = Yo?
L \ P d,

MODELO P. Cantidad éptima de la orden en un periodo fijo

q=d-T'+L)+z-0,,, -1
g = punto de reorden
d = demanda diaria promedio
T = cantidad de dias entre revisiones
L = tiempo de entrega en dias
Zz = numero de desviaciones estandar para una probabilidad
especifica de servicio

O, = desviacion estandar de la demanda entre revisiones y

tiempo de entrega
| = nivel corriente del inventario
MODELO P. Desviacién estandar de una serie de demandas independientes a lo largo del
periodo entre revisiones T y el tiempo de entrega L.

T+L

_ 2

Oryp = Zad,
i=1

Tiempo normal = tiempo de desempefio observadoporunidad xindice de desempeiio
Tiempo normal durante un periodo
tiempo trabajado

Tiempo estandar
Tiempo normal

x indice de desempefio

Tiempo normal = — i -
num. de unidades producidas

Tiempo estandar
Tiempo estandar = tiempo normal + (tolerancias x tiempo normal )

Punto de equilibrio
CF
Cv

PxQ

punto de equilibrio =

CF = costos fijos totales

CV = costos variables totales

P = precio del producto

Q = cantidad de productos vendidos
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i=(1+rj -1
m

Encontrar un presente dado un futuro

ol
(1+i)’

Encontrar un futuro dado un presente
F=P-(1+i)

Encontrar un presente dada una anualidad

[ A+i)" 1]

| i1+

Ingenieria econémica

Tasa de interés anual efectivo

P=4-

Encontrar una anualidad dado un presente
ia+5"
L A+D)" =1

A:P-

Encontrar una anualidad dado un futuro .
Ad=F. |+
| (1+ i)' — 1]

Encontrar un futuro dada una anualidad
(1+" -1

1

F=4-

Encontrar un presente dado un gradiente
p:g. (+)"-1  n

i i-a+0" A+
Encontrar un futuro dado un gradiente
F-S. {M_

i i

Encontrar una anualidad dado un gradiente )
qeg |l n
i (1+1)" -1

__ingreso — egresos

Relacién costo-beneficio

B/C

costos
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Depreciacion

t = afno

Dt = cargo por depreciacion anual

B = costo inicial o base no ajustada

VS = valor de salvamento

n = vida depreciable esperada o periodo de recuperacién
Depreciacion valor en libros

VL=B-t-D,

Rotacion de inventarios

Costo de ventas

Rotacidn de inventarios = _
Inventario

Rotacién de los activos totales

Ventas

Rotacién de activos totales =
Activos totales

Analisis de la deuda

Razon de deuda

Pasivos totales

Razén de deuda =
Activos totales

Razén de la capacidad de pago de intereses

Razén de la capacidad de pago de intereses = Utilidad antes de intereses e impuestos

Intereses
Analisis de la rentabilidad
Margen de utilidad bruta
Margen de utilidad bruta = Ventas-costo de ventas _ Utilidad bruta
Ventas Ventas

Margen de utilidad operativa
Utilidad neta después de impuestos
Ventas

Margen de utilidad neta =
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Rendimiento sobre los activos

Utilidad neta después de impuestos

Rendimiento sobre los activos =
Activos totales

Rendimiento sobre el capital contable
Utilidad neta después de impuestos
Capital contable

Rendimiento sobre el capital contable =

Analisis de la liquidez

Capital de trabajo neto
Capital de trabajo neto = activo circulante-pasivo circulante

Razén circulante
Activo circulante

Razon circulante = —
Pasivo circulante

Razén rapida (prueba del acido)
Activo circulante-inventario

Razon rapida = —
Pasivo circulante

Estadistica para la administraciéon de operaciones

Media aritmética

Z:ta_1

n

xX=x-A-

X: = Ultima marca de clase
A = amplitud de intervalo
ta = frecuencia acumulada
n = numero de datos

Promedio
Z X;
)_( — =l
n

X;= marca de clase
n= numero de datos
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Mediana

Li = limite inferior

n = numero de datos

¢ = frecuencia acumulada anterior a la mediana
i =amplitud del intervalo

Moda

M=1 L),
Al+A2

Li = limite inferior

A1 = frecuencia en la moda menos anterior

A2 = frecuencia en la moda menos la frecuencia posterior
i = amplitud del intervalo

Media de proporcién
in
——C
Q=L+ 4 : -1

Q = cuartil (4)

D = decil (10)

L; = limite inferior

in = nimero de datos

¢ = frecuencia acumulada exterior
f = frecuencia

t = amplitud de intervalo

Desviacion estandar
poblacional
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Muestral

f = frecuencia

X = marca de clase
X = media aritmética

n = numero de datos

Varianza S?
Poblacional
§2 = Zf(x_)?)z
n
Muestral
§? = Zf(x_f)z
n-1

Ingenieria econémica
Valor actual neto

VAN = zn: Ve I
B £ 1+k)t °
donde:

Vi = flujos de caja de cada periodo t
Iy = inversién inicial

n = namero de periodos

k = tipo de interés

Amortizacion

1-(1+0)—
Valor actual : &

Valor futuro: 2+97 -1

Donde:

i = latasa de interés

n = el numero de periodos

Para el calculo de la amortizacion de capital se usa la siguiente férmula:

_oom
(1+i)" -1

m = saldo al final del periodo
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Ciencias basicas

Matematicas
Geometria

3
Volumen = % r

Area de la superficie =4 7 2

2
Volumen = 1~ h

Area de la superficie lateral =2 7zrh

2
Volumen = % wr'h

Area de la superficie lateral = zr\r> +h*> = 7rl

Volumen = 1z i(a® +ab+b?)

3
<
S
S—
S
S}
+
—_
S
|
s
8]

Area de la superficie lateral

|
3
{
+
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Geometria analitica del espacio

Considerando £ = (xl,yl,zl) y P = (xz,yz,zz)

Vector que une P1y Pa.

RE = <(x2 —xl),(yz —yl),(zz _Zl)> = (Z’ m, ”)

Distancia entre dos puntos:

d=(x,-x) +(3,-2) +(z-z) =N+ 41

Recta que pasa por dos puntos:
- Forma paramétrica:
x=x+It y=y +mt z=z +nt

-Forma simétrica:

f= XX

/ m n
Cosenos directores:
x,—x, 1 m z,—z, N

Vo =W
cosqg="2—"1=— cosf=22 21 - cosy=2_4a_"
i d P==0 =4 YTTaTd

dondea, f, y denotan los angulos que forman la linea que une los puntos Py P2 con la parte
positiva de los ejes X, y, z, respectivamente.

Ecuacion del plano
- Que pasa por un punto P+(x1, y1,21) y tiene vector normal a=(a,,a, ,a;)
al(x_xl) +a2()")’1) +a3(Z_Zl) =0

-Forma general:
Ax+By+Cz+D=0

cos’ a+cos B+cos y=1 0 P+m’+n* =1

60



Formulario para el sustentante del
Examen General para el Egreso de la Licenciatura en Ingenieria Mecatrénica (EGEL-IMECATRO)
Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Distancia del punto Po(xo, Yo, Zo) al plano Ax+By+Cz+D=0

_ Ax, +By,+Czy+ D

d
+ JA£+B+C

En la cual el signo debe escogerse de tal manera que la distancia no resulte negativa.

Sistemas de coordenadas

Coordenadas cilindricas:

Jx:rcosﬁ Jr=m
0 10 = tan"l(%)

z=Z z=z

y=rsend

Coordenadas esféricas:

( P (xy.z)
2 2 2 (,0.9)
jx=r sené cos¢ j F=NXx +y +z r
-1
y=rsenf seng o |¢=tan (%) o
— _ z
z=r cosf tH:cos 1( = 2) y
X4y 4z X
¢
y
X
m, —m

Angulo entre dos rectas en el plano tan a =
1+mm,
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Vectores

AOB:||A||||B||0059 0<0<r
donde 6 es el angulo formado por Ay B
AeB=AB +A4,B, + A,B,

donde A = Ali + Azj + A3lA( , B=Bﬁ+Bﬁ+B3lA(
Son resultados fundamentales:

AN

i j k
Producto cruzz AxB=|4, 4, A4,
Bl B2 B3

= (AzB3 - A3Bz) i+ (ABBl - AIB3) j + (Ale - AZBI) k
Magnitud del producto cruz  |A xB||=||A|||B|sen &
El operador nabla se define asi:

En las férmulas que vienen a continuacion vamos a suponer que U=U(x,y,z), y A=A(x,y,z) tienen
derivadas parciales.

Gradientede U=grad U =vVU= fi+3£+ ﬁi U flgﬂl} @ﬁ
ox "0y Oz

ox Jdy Oz
i i - di AR A
Divergenciade A=divA=VeA=|i _—+j_—+k _—|e| 4 i+4, j+4,k
ox " Oy Oz
oA, A4, A,
=—+—=+—=

Cox Oy oz

Rotacional de A=rot A=V xA = ii+ji+ﬁﬁ x(Al it A, 3+ A31A(j
ox Oy oz

i ]k
_|2. 92 7
ox Jdy Oz
Al AZ A3
(ﬁié’ij(ﬁié’/l)](é’ié’ijk
oy 0Oz o0z Ox ox Oy

o'U U  0°U
Laplacianode U= VU=V e(VU)="— +

+
ox oy*  0z°
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Integrales multiples

L aJ.fZ(X) x y dydx Ib {J‘fZ(_X) F(x,y)dy}dx

x=a (J y=£(x)

La integral también se puede escribir asi:

jy cJ.gZ(y) (x,y)dxdy = _[y L{J‘gzm F(x,y)dx}dy

X= gl x:&(Y)

Longitud de curva correspondiente al intervalo paramétrico |a,z|.

s=s(t)= J::”F W

En parametro arbitrario: En parametro s:

_ "0

Vector tangente unitario (0= F'(t)|| Z(s) _ F(s)
i(s) = F(s)
inci ~ - n(s)=
Vector normal principal fiv)=owu)xi) H (s )H
U -

Vector binormal b(t)= b(s)y=—r. "7’

||I" XF U)”

Los vectores unitarios f,7,b forman un triedo positivo (l; =ixii,i=bxt{,f = ﬁxb)

Recta tangente en ¢,

Ecuacion vectorial: Ecuacioén paramétrica
F(2) = Fle,) + A7(g,) EoXe 2 2= 20 _ 275
Xo Yo X0

Plano osculador (7,7i) en ¢,

Ecuacion vectorial Ecuacion paramétrica
X=Xy Y=Yy Z27Z2,
(F_F(to))'(F'(to)x’_;”(to)) =0 X Yo zy |=0
v
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Curvatura y torsion

r t 7 t ﬁ t mt

e T -

[1+07° ] ' 4

w(s)=|" ) LT =kN LN =cB—kT LF=—N
ds ds ds

Plano normal
Ecuacion vectorial: Ecuacion paramétrica:
(F—F(to))-F’(to)zo x(’)(x—xo)+y6(y—y0)+z{)(z—zo):O

Plano rectificante (7,5 ) en 1,

Ecuacién vectorial: Ecuacién paramétrica:
X=Xy Y=Y Z-Zzy
(7 =#(20)) -7 25) = 0 X, % z |=0

1 "1 [ "..r "y’

YoZo —YoZo  ZoXg —ZpXy  X0¥o — XV

Componentes tangencial y normal de la aceleracion

- -
> 2 v.a
A, =aelT =
5
1%
- -
vV X a
5
a,=aeN —
1%

Propiedades de la divergencia

div (F+ G)=div(F)+div (G )
N div(gp F )= ¢ div(F)+(grad ¢ ) ® F

—

ydiv(Fx G)=G e [ rot(F) |- #  [rot (G) ]
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Trigonometria

Medida de angulos planos

Representacion

La medida de un angulo puede expresarse en unidades comunes
(grados) o en unidades de arco (radianes). Se representa a . veces,
respectivamente, por o y « .

Unidades comunes (sexagesimales): grado (°), minuto (), segundo

(*)-

el 1°=60"; 1" = 60"

Unidad de arco /’

1 radian (rad) es el angulo central de una circunferencia de - rad =90
unitario que intercepta un arco también unitario. Por lo tanto,

radio

lrad = 1_m =1 (nimero adimensional)
m

Con frecuencia no se indica especificamente la unidad, como en la siguiente tabla.

a 0° 30° 45° 60° 75° 90° 180° 270° 360°
& 0 7w/ 6 7w/ 4 7/ 3 | Sx/12 | o/ 2 T 37/ 2 | 27
0 0.52 0.78 1.05 1.31 1.57 3.14 4.71 6.28
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Equivalencias. Por definiciéon

360° =27 rad, 1rad = 180° _ 57.2967°
/4

1= rad=0.017453 rad
180

. T o
a=—a=

180  57.2967
. longitud de arco
a=arc a=

radio

La longitud de un arco (b) es el producto del radio r y el
angulo central ¢ (en radianes) de la circunferencia:

b=ra

Funciones trigonométricas
En un triangulo rectangulo:

__ cateto opuesto  a

seng = ———— = —; b
hipotenusa c a
cateto adyacente b
cosa = - =—; o
hipotenusa c
cateto opuesto  a ¢
tanq = =—;
cateto adyacente b
Operaciones con funciones trigonométricas
2 2 4 I 1
sen” A+cos” A=1 e A=~ —2cos* A
2 2
2 A—tan®* A= 1 1
sec” A—tan” A =1 cos? A=—+2cos* A
2 2
csc> A—cot® A=1 sen* A=2sen Acos A
senA cos® A=cos® A—sen’ A
tan A =
cos A
_cos A sen (A + B) = senAcos B £ cos AsenB
cot A=
senA
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senAcsc A=1
asssce4—

toanacy A—
sn(—49 =—sn A4
cos (—A) =ocos ~

t an(— A) =—tanA

cos(AiB):cosAcosBi B
tanA =+ tanB

tan(A+ B) = —m8—
1F tanAtanB

A 1—cos4
sen— :+_1/—
2 2

A 1+cosA4
cos—:iwf—

2 2
sonAsnB=1[ac( 4B —acd A+B)
senAacsB=3[sar{ A—B +sai A+B)|
asAcsB=1[ad( 4B +as( A+

Las leyes siguientes son validas para cualquier triangulo plano ABC de lados a, b, ¢ y de angulos

A, B, C.

Ley de los senos

a b c

sen4d senB senC

Ley de los cosenos
¢ =a*+b*—2abcosC

Los otros lados y angulos estan
relacionados en forma similar

Ley de las tangentes

a+b B tan%(AwLB)
a—-b tan%(A—B)

Los otros lados y angulos estan
relacionados en forma similar
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NUmeros complejos

Forma trigonométrica o polar de un numero complejo

Se tiene que ' = |Z| = |(x,y)| y que 0 =arg(z) = tan ™' (%j

Luego:
. n Y .
sin@== = y=rsin0
r
X
cosO=— = x=rcos0
r
Por lo tanto:

z=0cV)=x+1i =ras0+7snO=(as0+7smnO)

Forma exponencial de un nimero complejo

Sea z =r(cosO+isin0) un nimero complejo donde 7 es sumoduloy © su argumento.
Entonces, mediante el empleo de la formula de Euler, se obtiene:

z=r(asO+isSINO) ="

Teorema de De Moivre

Siendo p un numero real cualquiera, el teorema de De Moivre establece que
. p .
[r(cos 0+ zsenH)] =7’ [cos (pO)+isen( pé?)]
Sea n cualquier entero positivoy p = % entonces

[r(coso+ isen@)]yﬂ - [co 92T | json 0+2hx ]

donde k es un entero positivo. De aqui se pueden obtener las raices n-ésimas
distintas de un numero complejo haciendo k= 0, 1, 2,--

68



Formulario para el sustentante del

Examen General para el Egreso de la Licenciatura en Ingenieria Mecatrénica (EGEL-IMECATRO)
Subdireccion de Evaluacion de Egreso en Diseio, Ingenierias y Arquitectura

Resolucién geométrica de ecuaciones

Definiciones geométricas importantes

a, a, a,
Producto mixto (triple producto escalar) [a b C] =b, b, bg
C; C, Cg
) ash ‘z_le)‘
Angulo entre dos vectores cos =——=——=; send —
[l Jaf ||
Ecuacion vectorial de la recta [_) = E)O +tu
X = X, + at
Ecuaciones paramétricas de la recta y=y, +bt u= (a, b, C)
z=12z,+ct

X_Xo:y_yo Z—2Z,

Ecuaciones cartesianas de la recta, en forma a b c
simétrica -
u=(a b, ¢
Paxul
Distancia de un punto Q a una recta d=———
ul

Distancia entre dos rectas

P

u, xu,

Ecuacion vectorial de un plano

p=p, +MU+SsV

Ecuaciones paramétricas de un plano

X = X, + Uy + SV,

Yo + U, +8v,
Z=12z,+rU, +sv,

Ecuacién cartesiana de un plano en forma general

Ax+By+Cz+D=0; N=(A B, C)

Ecuacion normal de un plano

RP.-N=0; N=(ABQ
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| PoQ - N|
Distancia de un punto Q a un plano d= T
, ueN
Angulo entre una recta y un plano seno = W
u
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Algebra

Férmulas para potencias y raices

| a" a)
a = — JRE— = | —
an (an (b]

p-latq-a=(ptq)-la ta-b=4a-4b

1

”am:(f/g)m:a% * \/;:i-\/g

" No es valida en algunos casos; p. €j., (—2)2 = +2,(x/3)2 =2

Nota: Los exponentes para potencias y raices deben ser escalares.

Transformacion de expresiones algebraicas usuales

2
(aib) =a’+2ab+b’ (aib)3=a3i3a2b+3ab2ib3

(a+b+c)2 =a*+2ab+2ac+b* +2bc+c? a’ —b? =(a+b)(a—b)

a3+b3=(a+b)(a2—ab+b2) a3—b3=(a—b)(a2+ab+b2)
p, |P 2
X'+ px+q=0 xl,ZZ_Ei T_q (a—b+c) =a’—2ab+2ac+b*>—2bc+c?
(a+b) =a" +£a”"b+—n(n_l) a"’b’ +—n<n_1)(n_2) a"b +---
1 1.2 1-2-3

a"+b" = (a +b)(a"’1 —a"b+a" bt —+---

n—1
" ) (solo para n par)

7
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Logaritmos
log(x-y)=logx+logy log > =logx—log y
Yy
1
logx" =nlogx log&/x =—log x
n

Binomio de Newton

(a+b)"= Z a’ + 111 a” b+ Z at-bt+ ;l a b+

Donde n tiene que ser un numero entero y

(n] n(n-1)(n=2)- 1) n!

k

123 k\(n—k)!

Permutaciones

Numero de permutaciones de n elementos
P =n!=1x2x3x:-

Combinaciones y ordenaciones

Numero de combinaciones con
repeticion

| o (n+k=1)! (n+k-1
Cn: n: _ n Ckz—':

r con repeticion

Nudmero de combinaciones sin repeticiéon

Numero de ordenaciones sin repeticion Numero de ordenaciones con repeticion

n
o =C'-P=| |kl=
k k k (k]

n!

(n—k)!

k
'O =n

donde:

C: numero de combinaciones posibles

n: numero de elementos dados

k:nimero de elementos seleccionados de entre n elementos dados
O: nimero de ordenaciones posibles
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Serie bindmica o binomial

f(x)=(1£x)" :1i{?jx+li[?}x+li(?jx+m

o €s un numero cualquiera, positivo o negativo, entero o fraccionario

(aj:a(a—l)(a—Z)(a—ﬂ---\ -1)

n 1-2-3-...

Serie de Taylor (serie de Maclaurin)
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Series de Fourier

y A

T T } " -
- 0 n 2% 3n X

Generalidades: Toda funcion periddica f(x), que puede descomponerse en el intervalo
de periodicidad —17 < x < 11 en un numero finito de intervalos continuos,
podra descomponerse en ese intervalo en una serie convergente de la forma:

f(x)= %+ i[an cos(nx)+b, sin (nx) ]

n=1

Los coeficientes de cada término se forman como sigue:

Funciones pares: f(x)= f(—x)

ak:%jf(x)cos(/a)dx Parak =0,1,2....
0

b, =0

Funciones impares: f(x)=—f(-x)

a, =0

T

b, =3jf(x)sin(loc)dx Parak =0,1,2,...
72.0
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Tablas de desarrollo en series de Fourier

y=apara0<x <7 ’

y=-apara 0<x <27 oal :

4a | . sin(3x)  sin(5x) 0 'm ‘2n i3n %
y =—|sinx + + +... R S
Vg 3 5 ; ; ;
y=aparaa<x <zm-a«a
y=—aparar+a<x<2r—«a s _ 3nm
Y 12 ¢ T
4a ) 1 ) R Y
y =—| cosasinx + —cos(3a)sin(3x) n R P P
a 3 Olni mi Tam  3mi X
1 . Pl
+gcos(5a)sm(5x)+... —_ Ly —
y=aparaa<x <2r—«a
y:f(27r+x) Y
] i -1 |
- in(z — in2(z — : B o P
y=% T—a sin(z a)cosx+s1n (7 a)coszx 1 OO ) B T T
| 2 1 3 i
. a
—wcoﬁx +}
y =ax / bpara 0 <x <b
y=aparab<x <7m-b
.!Ir -
yv=a(r—x)/ bparar-b<x <r u7—\
4a| 1 . . 1 . ) :
Yy =—| sinbsinx + — sin(3b) sin(3x) Yo njoa Eﬂ_ *
wh| 1 3 n-b

+ SLZ sin(5b) sin(5x) + }

v = para 0<x <27
2 y

y:f<27z'+x) /‘/‘/
a alsinx sin2x sin3x 0| noom A X
y=——— + + + ...
2 1 2 3

y=2ax/ rpara 0<x <7x/ 2

y=2a<7z—x)/7z para 7/ 2<x <1 ¥
N
y:—f(ﬂ"i‘x) % . n [ 3}? :
T EV” ;
[. sin 3x  sin 5x } : 2
sinx — T -

y=—a

T 3? 5?
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y=ax/ wpara 0<x <7

b% =a(27z—x)/ 7T para T <x <21

Y F
y=f<27r+x) al” ™\
| ! T T *
a 4a|cosx cos3x cosSx 0 m 2n 3n X
y=5--= + + +...
2 7[2 12 32 52
y =asinxpara 0<x <7
y =-—asinxpara 7 <x <2rx y
ol >
2a  4a|cos2x cosdx cos6x “TU’T“ 2 3n X
y=—-—= + + + ...
T m| 1-3 3.5 5.7
y=0para0<x <7z/2 .

y=asin(x —x/2)para 7/ 2<x <37x/ 2
y :f(27z+x)

cos4x N cos 6x

2a{1 T cos2x
y =—|———cosx + -

21 4-17 6 -1

]
|3
=y

y =x’para 7 <x < -1
v =f(—x):f(27r+x)

7’ cosx cos2x  cos3x
4 - +

e T 22 3?

y:a_xpara O<x<rm

T

y :f<27r +x)

)= g_&{cosx N cos 2x N cos 3x +}
4 77 17 2? 3?
ﬁ[sinx _sin2x N sin3x }
7| 1 2 3

L 4
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Calculo diferencial

Relacion de cambio: derivada

Pendiente en un punto. Relacion (o intensidad) de cambio
Pendiente de una curva

Enuna curva y = f(x), la pendiente m varia en cada punto. La pendiente de la curva en un punto
P es también la pendiente de su tangente en dicho punto:

LY
AxV

m=tanoa =

Relaciéon media de cambio (cociente incremental)

La intensidad media de variacion de la funcién y = f(x) es la relacion de los incrementos Ey

correspondientes al segmento de curva PP,

Ay fa+ ) - f(x)
Ax Ax

Derivada (cociente diferencial)

Cuando Ar tiende a cero, el punto P, tiende al punto P, y la secante PP, a la tangente a la curva

en P. De manera que la relacion de incrementos se convierte en la relacién de diferenciales, que
es la derivada (o intensidad de cambio) de la funcién en P:

yi=lim-S =2 =)

Interpretacion geométrica de la derivada
Curvas de derivadas sucesivas

Si para cada x de una curva se lleva la pendiente (o derivada) correspondiente y' como ordenada,
se obtendra la curva de y'= f'(x), o de la primera derivada de la curva dada y = f(x). Si se

deriva la curva y'= f"(x) se obtendra y" = f"(x) o la segunda derivada de la curva dada

y=fx).

Ejemplo: y=A4x’ + Bx* + Cx+ D
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Radio de curvaturapen un punto dado x

VA +y7?)

”

y

Coordenadas del centro de curvatura ¢ correspondiente a un radio p

1+y"7
a=x-— f y'

y

1+
b=y+ f

y

Determinacién de los valores maximos, minimos y puntos de inflexién
Valores maximos y minimos

Hagase y'=0 y sea «a el valor obtenido de x . Sustituyase ahora x=a en y"
Si y"(a) >0 habra un minimoen x=a
Si y"(a) <0 habra un maximoen x=a

Punto de inflexion

Hagase y"=0 y sea a el valor obtenido de x. Sustitiyase ahora x=a en y"
Si y"(a)# 0 habra un punto de inflexiébn en x =a
Forma de la curva y = f(x)

]

\‘ y 4
y'=F )\
\
Y
"y in \\
= X
5
5
b
Maximo E
local |
| Punto de
- inflexion

Minimo

local
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Crecimiento y decrecimiento

y'(x)>0
y'(x)<0
y'(x)=0

Curvatura

y"(x)>0
y"(x)<0
y'(x)=0

y(x) crece si aumenta x

y(x) decrece si aumenta x

¥(x) serd concava hacia arriba

y(x) sera concava hacia abajo
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¥(x) tiene en x una tangente paralela al eje x

con cambio de signo y(x) tendra en x un punto de inflexion

sin cambio de signo y(x) tendrd en x un maximo o un minimo

Otros casos

Sipara x=a

y'(a)=y"(a)=y"(a)=...=y"(a)=0, pero y" # 0, pueden presentarse los cuatro casos
siguientes:
n par n impar
y"(a)>0 y" (@) <0 y"(a)>0 y™ (a)<0
_— O D
Min. : oc2° ®SCeny
i | |
a X a X a X & X

Tablas de derivadas

d d
L =0 “ _
dx(c) dx(cx) ¢
i( ")_ n-l i(u+v+w+“)_@+ﬂ+d_w
e &) T e dx S T e T d T dx
i( ) = @ i( ) = @+ @
de T e T e
du/ \_.[dv
Ly d () M%) -
dx dx dx dx dx \y e
_( n)_ nflﬂ @ZL
e u )=nu I dox d%lu
d—de—F@ (Regla de la cadena)
dx du dx
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Derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas

d i d vinu vinu d
—u' =—eM =™ —[vInu]=
dx dx dx d log, e du
—log,u=—**~— a>0, a#l1
adu o dv dx u dx
vu" —+u" lnu—
dx dx
—a"=a“1na% —lnu=—10geu=——u
dx dx
d , ,du
—e = R
dx dx

Derivadas de las funciones trigonométricas y de las trigonométricas inversas

du >, du
—Sem=cou— —Otu=—C " u—
dx dx dx dx
du du
—Qsu=—sn u— —seCc u=sec utanu—
dx dx dx dx
5 du d di
—tmu=sc u— —CSCU=—CSC U tu—
x dx dx dx
-1 d d 1 d
—cosu= s [0<cos™ u<r]| —senu -—Z [-2<senu<s]
Ix 1—y? dx dx 1—y? dx
d -1 1 du -1 -1 _1 du -1
—tan u=——— —Z<tan u<Zz —cot u= — O<cot  u<r
dx 1+u? dx [ : 2] 1+u? dx [ J
isec_lu— ! du_  *l du icsc’lu: 1 T
dx |u|\/u2 _1 dx u\/u2 _1 dx ’ dx |u|\/u2 -1 dx U\/I/lz -1 dx ’

+si O0<sec'u< z

| |

. -1
—si S<sec u<rw

—si  O<csc'u<Zz

+si —Z<cscu< O}
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Derivadas de las funciones hiperbdlicas y de las hiperbdlicas reciprocas

isenhu ooshu@ ioothu— csch’u d
X dx X d)
iooshu senhu@ i sechu=—sechu tarhu%
dx dx dx dx
itanhu s h*u— du icschuz—cschu oothu%
dx dx dx 17,9
d d
—senh u= u itanh’luz;z@, [-1<u<1]
‘\'u + dx dx l_u dx
d +1 du
-1 du —cosh u=

—cschlu=——_"—| N

dx u| 1+u? dx . dx

+si cosh™u>0,u>1
—si cosh™ u<0,u<1

—si sechu>0,0<u<l
+sisech'u<0,0<u<l

d o 1 du
—coth™ u= >
dx 1-u” dx
[u >1 0 u< —1]

3

Calculo integral

Significado de la integracién

Por integracién se entiende el encontrar una funcién F(x) a partir de una funciéon dada y = f(x)
de manera que la derivada F’'(x) sea igual a la original f(x). Por lo tanto,

La integral indefinida

F'(x)=

dF(x)

=f(x)

[rodx=Fx)+C
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C es una constante indeterminada que desaparece al derivar, ya que la derivada de una constante
es igual a cero.

Significado geométrico de la integral indefinida.

Como muestra la figura, hay una infinidad de curvas
y=F(x)con pendiente o derivada, = F(x). Todas las
curvas y = r(x) son iguales pero desplazadas

paralelamente y en la direccion del eje ). La constante
c fija una curva determinada. Si la curva debe pasar por el

punto x,,y, se tendra:
C=y,-F(x)
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La integral definida

La integral definida tiene la forma:

J, feds=Ff, =F(0)-Fl@)

En la integral resultante se sustituye primero el limite superior y luego el interior, y se resta el
segundo resultado del primero. Desaparece asi la constante C.

Reglas de integracion

Formas fundamentales

Iudv = uv—jvdu

1
Iu"w:—u”“+C n=—1
n+1
LW e
u

Fuente: Spiegel, (1998)
Formas trigonométricas

J.senudu =—cosu+C

_[oo sud i=senu—+C

Isecz udu =tanu + C
Icsczudu =—cotu+C

Isecutanu du =secu+C

Ie” du=ée"+C
J-a”du = lflua +C

Icscucotudu =—cscu+C

[ tanudu = Infecut-C

[ cotudu =In[senu|+C
[sequdi=1rpeas+tan+C

Icscudu =In|cscu —cotu|+C
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Formas cuadraticas

> d
N atu= SN2 + il | e =sen ' v

J.u2'\la2 +uzdu:§(a2 +2u2)\la2 +u’ —%Inluﬁlaz +u2|+C
a+a®+u
u

’ 2 2
I au+u du=~Na’*+u* —aln

+C
J‘ du B a+u’ L
u2\/a2+u2 - a’‘u
J‘ du u
= +C

(a2 +uz)3/2 N+

Ja® +u? Na? +u? Jo7
—du=- +Infju+~a +u |+C
u u

fid == (2 W=7 + st 24

a

——\/a2+u —~ lrlu+\/a2+u2 +C

J.\/a2+
[ — =2 -“—;quhhz e

, 2 2 , 2 2
J au - duz'\/az—uz—alnﬁ#+C
au B l a+Ja® —i L
wa —u’ a u
J‘ du _ 1 T
2\/a2—u2_ a’u “ "
4
—u ) du=——=\2u — +—sen —+(
e T
J‘ du u
C

(a2 _u2)% - a’Na’—u’ i

u’du
'[»[77__ —a +_1nl4+\m

du ~ Ja+bu H2n-3) du
Wa+bu an=-0u"" 2aln-1" uw""Ja+bu

=_tan —+C
a +u a a

J- du 1. L u

——In——|+C

av 1 \/a2+uz+a+c
u\/a2+u2_ a u
2

J\/az—uzduzgdaz—uz+a—sen"%+C

2

u+Na’ +u2|+C

du
Ny i

2 2
udu a u
,[ =— \/az—u2+?senl—+C

u
612 —Ll2 2

I auz u duz—:ll\/az —i —sen_lg+C

2

juz ' -d du:%(Zuz—az)\/ul— 2—a;hl -a’[+C

2
1 +\U

I w—a” du=~w?—a* —acos E+C
.[ Uil u—a +ln|u+\/u —-a |+C

W =k4u+\/u2 —a2|+C
u

J. uj: =bi2(a+bu—aln|a+bu|)+C
a+bu

J‘ du B ' —a? iC
uZ\/uZ—az_ a’u
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[ L ot —dd a2 sl v [—2 ot sc
a+hu 2b uz_az)% a’Ju® —a?
J‘L:l 2 l.c du I |Na+bu—+a .
wa+bu) a |a+bu j =—In|-—=+C, si a>0
ula+bu a \/a+bu+\/g
du 2 a+bu )
+C, <0
'[u\/a+bu \/; A
du 1 b  |la+bu Ja+bu —
qu(a+bu)=_z+?‘n‘ u +C I u du=2 a+bu+a'[u\/a+bu
udu a 1 N} bu Ja+bu b du
= — +—Inla + bul + C at __Na br_au
(a+bu) b (a +b) p oo I dut u +2 uda+bu
au a+ udu 2
C =—(bu—2a)\Na+bu
ha+b) cia+bu) a‘r{ bb1+ j Ja-+bu 31?2( Wa
n n-1
J- u’du —_!_(a-i-bu 2alnF+bu]+C J‘udu 2u Ja+bu_ 2na J‘u du
a+bu a+bu Jovbu  H2n+l)  BH2n+1)” Jatbu
2
ju\/a+bud4= +C

Otras formas trigonométricas
J.csc3 udu =—%cscucotu ++In|cscu —cotu|+C
n 1 n—1 n _1 n-2
jsen udu=—-sen" ucosu +—jsen udu
n
1 1 n—l )
oo’ udiu=-, 008" usenu—l— oo’ udu

jtaﬂ’uau_ L otadtu— _[tarf 2y

n—1
n 1 n—1 n—2
cot uduz—lcot u—)cot™ udu
n_
d 1 n-2 n_2 n—2
_[sec’ udu= tanusec" " u+ Isec’ udu
n—1 n-1

1 n—-2
_[csc" udu= —lcotu ese" P u+ T J‘csc”’2 udu
n-— n—

sen(a—b)u sen(a+b)u
jsen au senbu du = -
2(a —b) 2(a +b)
senfla—b)u sen(a+b)u
J.cosau coshudu= NaD) + NarD) +C

Iu” cosudu=u"senu —nJ.u“1 senu du

2
Isen udu=%tu—+sen2u+C
-1
2

u++sen2u+C

J-cot2 udu =—cotu—u+C
J.sens udu=—%(2+sen”u)cosu+C
Icos3 udu =%(2+coszu)senu+C

[tartudi=}tatu-+rposupC

Icot3 udu = —%cot2 u —1n|senu|+C

J.sec3u du =1Lsecu tanu+1Insecu +tanu|+ C

cod a—b)u _005(a+b)u .
Aa—b) Aa+b)

_[senau coshu du=—
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Iusenudu =senu—ucosu+C

Iucosu du =cosu+usenu+C

217 —1 ; w1—17

1 cos u——+C

.

_[u sen” udu—%{u”“sen U— J.\/—} n#-1
1-u

_rucos’l udu=

n+1

ju cos udu:—Lu cos~ u+_[\/_—u} n#-1

B 1 un+1du
J.u"tanludu = u™'tanu— I n#—]

Formas exponenciales y logaritmicas

1
Iue”” du= —z(au— De™+C
a

J.uneau du — _uneau _

Z‘[un—leaudu
a

eau
J.e“” senbu du=—5——
a +b

au

e
au bu du=
J.e COos u a2 —|—b2

(asenbu—bcosbhu) +C

(acosbu+bsenbu) +C

Formas hiperbdlicas

Isenhuduzcoshu+C
Icoshudu =senhu+C

[ tanhudie =1ncoshu+C
Icothua’u =ln|senhu|+C
J.sechuah =tan’ penhue|+C

Otras formas cuadraticas

IJZau—uz du= u—;a\Dau—uz +a—2zcos"(a

—Uu
J+C
a

J.sen” ucos” udu

sen"'wcos™'u n-1( .,
=— + sen” " ucos” udu
n+m n+m
n+l
sen"ucos™'u m—1
=— + Isen” ucos” udu
n+m n+m

Iu” senudu =u"cosu + nJ.u”’1 cosu du

u? +1

_ _ u
Iutan "udu = tan'u— _+C

J.sen’l udu=usen ' u+1-u* +C
J.(:os’l udu=ucos'u—1-u*+C

It an'udu=utan'u—"1] r(1+u2)+C

Ilnudu =ulnu—-u+C

un+1
(n+ 1)2
du=In|lny|+C

J-u"hlu du=

1
'[ulnu

[(n+1)Inu—1]+C

Isechuah =1nFan;_u |+C

[ sech’udu = tanhu+C
J.cschzuah =—cothu+C
J.sech/tt anhudie =—sechu+C
J.csch/toot hudii=—cschu+C
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— g — 342 3 _ du a—u
an—dtd :M ry— mcos-l(a uj+c udt s _1( ) c
Ju au—u au au—u 2 p I’_M uz u—u +acos P -+
.[\/2““ w du 2au—u’
j — +C
u 2au u2 au

2
[ =—(”+3“)\/m+3;icos{“;ﬂ+c [fan=it 22au—u2_cos_l(a—u)+c

-y 5 —du=— —
vPau—u a u u a

2au—u* +acos ( j+C
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Aplicaciones de la integracion

2
Diferencial de arco dS = \Jdx* +dy* = |1 + (;{lJ dx
\/ X

Area de la superficie generada por el giro de

Longitud de arco una curva alrededor del eje x

b b )
SzL 1+y%dx AS:27rLy 1 +y“dx
Momento estatico de una curva con respecto al y 4 ﬂ:.s ‘.1"; f(x)

. . oS
eje X ejey ﬁﬁ'-*j_@{
b b iy |
M =Ly 1+y%dx M, =Lx 1+ y%dx

]
=29
G —p
Coordenadas del centroide G ' ‘ s
e X
M M —Bi—*
— Y _ X
TS o7
Volumen de un
Area de una superficie solido generado por el giro de | sdlido cuya seccion
la superficie A alrededor del | transversal 4 , es funcién
eje x de x
b b, b
Azjy'dx Vzﬂjy -dx szA[.(x)-dx
a a a
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Momento estatico de una superficie con respecto al A y = f(x)
eje X ejey Yy
2 b
b —
0 -7 s 0, = [ .
a2

ARSI FFFIr)

Coordenadas del centroide G

=¥

0 0, - k.
XG=—y yG:— b

A

r
Momento estatico del volumen de un cuerpo con relacién al y
plano yz

M = ﬁI:xyz ~dx

yz

Coordenadas del centroide G

Integracion numérica

Se divide la superficie en un numero par n de franjas de
igual ancho Y

_b-a
n

h

El area se calcula entonces con la féormula trapecial

h
A = E(yo +2, +2p,+. +2y L+ 2y +yn)
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Regla de Simpson

Para curvas hasta de tercer grado

Para curvas de grado mayor que el tercero

4 =%[y0 TV, 20,y ey, L) A +“'+yn71)]

Es la longitud de curva correspondiente al intervalo paramétrico a,r .

En parametro arbitrario: En parametro s:
Vector tangente unitario (1) :H“ ’ [Ss)=: .,
ru|
five) = I\ . (s
Vector normal principal ) =o)Xl i(s) = H*E ;H
r(s
~ _ N -
Vector binormal b(t)y==_ b(s) = ERSUERNY
[ 7wy "o,
1
Ecuacion satisfecha por la carga de un circuito RLC Lg"+ Rq'+6q =E(¢)

Fuerza ejercida por un fluido F :Jj vy - L(y)dy

Fuerza que actua sobre un liquido encerrado en un tubo

F:P*A:Q*g*(hz—l’h)

Ley de Torricelli v=./2gh
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Fisica
Cinematica
) ) _dr _dv
F=xi+y+zk V=— a=—
dt dt
2 -
a=224,+Y 4, v=vi,
dt P

- - A . b ~
v=ru, +r0u,
R

a:(f—réz )ﬁ,, +(ré+2f9) u,

Movimiento en una dimensién

xX=vit
x=x,+vt
o — |1
v—j(v+v0)
v=v_ +at

1 2
x:x0+v0t+5at

v =v2 +2a(x—x,)

Dinamica
F=md = [Zj&' W: peso
g
F=cg™
r
Y F=mdV/dt

Xp, =Xpg-X
B, TR TYA
Vg, =Vg -V
By VBTV

a% =dg —a,
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Trabajo, energia y conservacion de la energia

U=F-7
dU=F-d7
U F-F
PZTZ tr:F-v P: potencia
I)sal _ .
n= n : eficiencia
I)ent
U=AK =K, -K,
K= lmv2 K: energia cinética
W=-AV=V,-V, V: energia potencial
V(y)=mgy
L
c 2
Impulso e impetu
I=[Fd
I=Ap
p=my p: impetu

Ap=p,—p, = Iﬁdt Ap :impulso

Electricidad y magnetismo

F = k% (_j A=k 9

~)
I
N
|
oY

®eflujo eléctrico
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v=iZ
r

V: potencial electrostatico

Uu,-U w b ~
V, =V, =—t——t =" = _['E.d]
q q “
m i—1 q.
U = ZZ% U: energia potencial electrostatica
=1 j=1 o'ij
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Capacitancia
q=CV C: capacitancia
A
C=keg, E Capacitor de placas paralelas
A e
C=¢€ 7 e=ke, k: constante dieléctrica
27l
C=ke, ~(Z—) Capacitor cilindrico
%
qz 1 » 1 , .
=—=—CV"=—¢gV  U:energia almacenada en un capacitor
2C 2 2
u= %KgoE2 u: densidad de energia

Corriente, resistencia y fuerza electromagnética

i=4 I corriente eléctrica
t
i=nquA
Jj= i = Zniq,.vi J- densidad de corriente
A: area
E
p=— p : resistividad
J
R= Y = L R: resistencia
i A
R=R, (1+a A t) Variacion de R con la temperatura
V,=2IR—-X¢&

Z Zent. = Z lsal.

Y Elev. de potencial = . caidas de potencial » v, =0

V2

P=iV =i"R= R P: potencia eléctrica

Magnetismo
F=gVxp v : velocidad
B : campo magnético
F=il xB [ : elemento de longitud
7= NiABsen 0
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{Edi =i
cD:jE-dA
B= Al r: distancia
27
B — /LIO I
2 a
B = ,uo_Nz N: numero de vueltas
2
B =L seno a0 r: radio
4ra
Hol
B= cos@, —cosb
dra ( ! 2)
= —ij ¢ : fuerza electromagnética
t
&=—vBI
o d0
o dt
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Momentos de inercia
Definicion general

Momento de inercia con respecto a un eje x o un punto O, es
la suma de los productos de elementos de longitud, area,
volumen o masa, por el cuadrado de su distancia al eje o punto:

I :Ixz -dm

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Para cualquier momento de inercia (de longitud, area, volumen
0 masa), axial o polar, se verifica que:

J =J, +mlG

I
Tl
K ]

Eje de referencia

Momentos de inercia de una curva plana con respecto al

eje X ejey

b b
IszLy2 1 +y2dx ILyzLx2 1 +y2dx

En las ecuaciones anteriores:
1 : momento de inercia con respecto al eje de referencia

J : momento polar de inercia con respecto al eje de referencia
J . momento de inercia con respecto al eje que pasa por el centroide G
m : magnitud considerada (longitud, area, volumen o masa)

[ - distancia del centroide al eje o punto de referencia
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Momentos y productos de inercia de superficies planas

El momento de inercia axial de una superficie plana respecto a un da

y
eje x oy, situado en su plano, es igual a la suma de los productos r
-~

de los elementos de area dA y el cuadro de las distancias a los
respectivos, y 0 x , respectivamente

I =[y%da; I =[x%d4

T
Si se da la funcién y = f(x), entonces: L Sy

Con respecto al -m(##’
eje x ‘ eje y sy [ s

I = J':)édx ‘ I = j:xzy ~dx e

=¥

b —

El momento de inercia polar de una superficie plana respecto a un
punto O situado en su plano es igual a la suma de los productos de
los elementos del area dA y el cuadrado de su distancia » a dicho
punto (polo):

Ty = [rda

Si los ejes de referencia de los momentos de inercia ]x e Iy son

perpendiculares y se cortan en O, existe entre el momento polar y
los axiales la relacion:

I, :Irsz +J.(y2 +x)dA =1 +1,

¥ dA
El producto de inercia de una superficie plana respecto a los ejes .

situados en su plano es igual a la suma de los productos de los
elementos de area dA y las distancias x, y, a ambos ejes: -

I, =[x-y-d4>0;0bien <0 |

X
Transformacién a un eje inclinado x: si se conocen para los ejes
perpendiculares x, y, y las cantidades I, I, e I, entonces el 'i",h i
momento de inercia axial I, con respecto a un eje inclinado un w
angulo a con respecto al eje x, es igual a:
I,=1 cos’a+1 sin®a—1I_sin2a
X X y Xy
a B
X
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Ejemplos de calculo de momentos de inercia y superficies planas

Rectangulo
P O il
x _joy = 33
0
’ . 4 .,

]x':Ix —ALQJ :li 1\" ‘l..fl

2 12 TR 7777 K
, Bhy b P
s 1..-,‘.1_.;'3_..,‘..:_;

- . ~

IO :1X +Iy:%+z%:%(b2+h2);16:%(bz‘l'hz) o A 1' i

bh ///j/f/ oA Yy,
I =1, +——A4 D I X
w22 b

Como X’y / ¥’ son ejes de simetria, Ixy =0, entonces

2
1 =Zlﬁ(bh)= bh
w22 2

Circulo

R R
I, = Io r’dA = Io r*Qzr)dr

R
—27zﬁ —ﬂR4
4 2
° 4 4
I, 7R D
] =] =-0_— =
" yoo2 2 64

Ixy =0, puesto que X, y son los ejes de simetria

Semicirculo |.

(R o2, (R oo ¥
Ix—foydA—foy(Zx)dy r777R

Y / > 2 ZR* _ dy %}\

B ZJ-O y R _y dy B 8 B Iy 2’( A FFFEFEFri

4 4
[ =R AR Z/////// BN > :
0 9 b
8 4 Y R L _ R x

Porque ¥ es eje de simetria.
Poligono regular de n lados
I, n-a-r
I =] =22=
o2 2x48

(1217 +a2);lxy =0
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Donde
7 Radio de la R Radio dela
circunferencia Inscrita circunferencia circunscrita
a Longitud del lado a Numero de lados

Teorema de ejes paralelos

Para calcular el momento de inercia de secciones compuestas es conveniente aplicar el teorema
de los ejes paralelos.

Distancia al centroide

Ao

D D |P

Y2

>

Distancia al centroide

la seccion considerada
_ v Yndn
Y = Z—AT
Y= Distancia al centroide de la seccion desde la referencia marcada

Y»= Distancia desde la referencia al centroide de la seccién del area
A, = Area de la seccidn considerada
Ar = Area total de la seccién original

Momento de inercia de la seccion compuesta
=1, + Ap(d)?

I, = Momento de inercia de la seccion

n= Area correspondiente a la seccidén considerada

d = distancia intercentroidal entre el centroide global de la seccidn y el centroide de cada area
considerada
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Momentos de inercia de volimenes

Prisma rectangular recto

bh®  bh
12 12 I z
] I -l
|
es el momento de inercia polar centroidal de un rectangulo, i )
entonces con relacion al eje z , queda: ] T };,7"
i F
o[ Bh>  bh a-b-h dz
=[5 = v +h?) o l—
: oL 12 12 12

—— ] ——p

Cilindro circular recto

Con respecto al eje z:

4 4
by r h

J =2 dz =
z(V) I—’; 4 2

Con respecto al eje X:

h 4
3|

J :.[2 S
z(V) _h 4

2
zrh
3r? +h?)
12
Momento de inercia de masa

Este momento, J, es el producto del momento de volumen J(V)

por la densidad p:

_ 2
S =Jy\p (kg " )
donde

m_y -3
Py (kg -m”)
m ar*h m mr?

Ejemplo: Para uncilindroJ =J ,, — =
Oy 2 wh 2
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Constantes universales

Carga electrén y protén =1.6 x107°C
Masa electron =9.11 x 107" kg

Masa protén =1.673 x 10"kg
k=9x10° Nm*/C?
€,=8.85x10"2C*/ Nm®

B, =4n X107 T -m

Constante gravitacional

G=6.672 x 10" Nm?/ kg?

Constante dieléctrica = 8.85 x 1072 F/m
Constante de permeabilidad = 1.26 x 10 H/m

Electrén-volt (eV) =1.60 x 107]
P, =1.69 x10°Q-m

P =283 x10°Q-m

P =1.62x107°Q-m

Pr. =9.68x107°Q-m

8., =8.93x 10°%/,

8,=2.7 x 10°%9/

S madera=0.6—-0.9 x 10° k9/,
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Equivalencias

1 N = 0.2248 Ib = 10° dinas
1 pulg = 0.0254 m

1 kCal = 418 Joule

1Btu = 0.252 KCal

1 HPh = 1.014 CVh

1 Watt = 0.860 &ca;

1 Joule = 2.778 x10"KWh

1 Joule = 9.481 x 10 Btu = 107 erg
1 Joule = 0.2389 cal =6.242 x 10'® eV
1 HP = 550/ =745 7W

1 HP = 2545 Btu/h = 178.1 calls

1 Tesla = 10000 Gauss

1 milla =1609 m

1ft=30.48 cm

1 libra = 454 gr

Identidades Trigonometricas

sen (90 -06)=cos 6

cos (90-0)=sen B

Sen 206 =2sen 6 cos O
Sen(axB)=senacosfBtcosasenf
Cos (a+B)=cosacosBFsenasenf
tan oo & tan 3

tan(atB)= —————
(@xB) 1¥ tan o tan 3
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Analisis dimensional y teoria de semejanza

De las 4 dimensiones basicas: M = masa, L = longitud, T = tiempo, 8 = temperatura
Se establece un sistema MLT @ ; algunos valores en la siguiente tabla.

Cantidad Simbolo MLT® FLT®
Longitud L L L
Area A L2 L2
Volumen v L3 L3
Velocidad Vv LT LT
Aceleracién dv/dt LT2 LT2
Velocidad del sonido a LT’ LT’
Flujo volumétrico, caudal Q L3T L3T
Flujo masico r MT FTL'
Presion, esfuerzo p,c,T ML-'T-2 FL-
Velocidad de deformacién ; T T
Angulo 0 Ninguna Ninguna
Velocidad angular ®,Q T T
Viscosidad H ML'T FTL?2
Viscosidad cinematica v L2T" L2T!
Tension superficial Y MT-2 FL'
Fuerza F MLT? F
Momento par M ML2T? FL
Potencia P ML2T3 FLT
Trabajo, energia W,E ML2T2 FL
Densidad p ML FT2L!
Temperatura T ® ®
Calor especifico Cp, Cv L°T20" L’T%0"
Peso especifico pg ML-2T? FL3
Conductividad térmica K MLT30" FT'o!
Coeficiente de expansién B o 1 o 1
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Tablas caracteristicas de los flip flops

Flip flop JK
J | K| Q(t+1)
01]0 Q(t) | Sin cambio
0 |1 0 Restablecer
1 0 1 Establecer
1 |11 Q'(t) | Complementar
Flip flop D
D | Q(t+1)
0 0 Restablecer
1 1 Establecer
Flip flop T

T | Q(t+1)
0 Q(t) | Sin Cambio
1 Q'(t) | Complementar

Ecuaciones caracteristicas de los flip flops
Q(t+1)=D Ecuacion caracteristica flip flop D
Q(t+1)=JQ’+K’Q Ecuacion caracteristica flip flop JK
Q(t+1)=T EXOR Q =TQ’+T’Q Ecuacién caracteristica flip flop T

Tablas de excitacion de los flip flops JKy T

Flip flop JK
Q) | Q(t+1) J K
0 0 0 X
0 1 1 X
1 0 X 1
1 1 X 0
Flip flop T
Q) | Q(t+1) T
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

El simbolo X en las tablas representa una condicion de indiferencia, es decir, que no importa si la entradaes 1 6 0.

104



Consejo Técnico

Representantes de Instituciones de Educacion Superior

M.C. David César Malpica Moreda

Benemérita Universidad Auténoma de

Puebla

Dra. Yamel Ungson Almeida
Centro de Enseinanza Técnica y
Superior

Mtro. Miguel de Jesus Ramirez Cadena

Tecnolégico de Monterrey

Mtra. Isabel Lascurain Gutiérrez
Universidad Anahuac

Dr. Oscar Omar Ovalle Osuna

Universidad Auténoma de Baja
California

Dr. Jorge Luis Barahona Avalos
Universidad Tecnologica de La
Mixteca

Dr. Angel Flores Abad
Universidad Autonoma de Ciudad
Juarez

Dr. Eliezer Garza Gonzalez

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn

105

Dr. Jorge Aurelio Brizuela Mendoza
Universidad de Guadalajara

Mtro. Irving Sanchez Lima
Universidad del Valle de México

Mtro. Jorge Alonso Ramirez Marquez
Universidad Politécnica de
Aguascalientes

Dr. Ricardo Oscar Magos Pérez
Universidad Tecnolégica de México



Este Formulario es un instrumento de apoyo para quienes sustentaran el Examen General para
el Egreso de Ingenieria Mecatrénica (EGEL-IMECATRO) y esta vigente a partir de enero de
2020.

El Formulario para el sustentante es un documento cuyo contenido esta sujeto a revisiones
periddicas. Las posibles modificaciones atienden a los aportes y criticas que hagan los
miembros de las comunidades académicas de instituciones de educacion superior de nuestro
pais, los usuarios y, fundamentalmente, las orientaciones del Consejo Técnico del examen.

El Ceneval y el Consejo Técnico del EGEL-IMECATRO agradeceran todos los comentarios
que puedan enriquecer este material. Sirvase dirigirlos a:

Centro Nacional de Evaluacién para la Educacién Superior, A.C.
Subdireccion de Evaluacion de Egreso
en Diseno, Ingenierias y Arquitectura
Av. Camino al Desierto de los Leones (Altavista) 37,
Col. San Angel, Alvaro Obregén,
C.P. 01000, Ciudad de México.
Tel: 55 53 22 92 00 ext. 5109
www.ceneval.edu.mx
nancy.rodriguez@ceneval.edu.mx
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http://www.ceneval.edu.mx/
mailto:nancy.rodriguez@ceneval.edu.mx

El Centro Nacional de Evaluacion para la Educacion Superior es una asociacion civil sin fines
de lucro constituida formalmente el 28 de abril de 1994, como consta en la escritura publica
numero 87036 pasada ante la fe del notario 49 del Distrito Federal.

Sus 6rganos de gobierno son la Asamblea General, el Consejo Directivo y la Direccién General.
Su maxima autoridad es la Asamblea General, cuya integracion se presenta a continuacion,
segun el sector al que pertenecen los asociados:

Asociaciones e instituciones educativas: Asociacion Nacional de Universidades e Instituciones
de Educacion Superior, A.C.; Federacion de Instituciones Mexicanas Particulares de
Educacion Superior, A.C.; Instituto Politécnico Nacional; Tecnoloégico de Monterrey;
Universidad Auténoma del Estado de México; Universidad Autbnoma de San Luis Potosi;
Universidad Auténoma de Yucatan; Universidad Popular Autonoma del Estado de Puebla;
Universidad Tecnoldgica de México.

Asociaciones y colegios de profesionales: Barra Mexicana Colegio de Abogados, A.C.; Colegio
Nacional de Actuarios, A.C.; Colegio Nacional de Psicologos, A.C.; Federacion de Colegios y
Asociacion de Médicos Veterinarios y Zootecnistas de México, A.C.; Instituto Mexicano de
Contadores Publicos, A.C.

Organizaciones productivas y sociales: Academia de Ingenieria, A.C.; Academia Mexicana de
Ciencias, A.C.; Academia Nacional de Medicina, A.C.; Fundacion ICA, A.C.

Autoridades educativas gubernamentales: Secretaria de Educacion Publica.

El Centro esta inscrito desde el 10 de marzo de 1995 en el Registro Nacional de Instituciones
Cientificas y Tecnoldgicas del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia, con el numero 506.

También es miembro en:

el International Association for Educational Assessment

la European Association of Institutional Research

el Consortium for North American Higher Education Collaboration
el Institucional Management for Higher Education de la OCDE
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